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3.1 Propriétés

e Fonction gamma réelle : généralisation de f(n) =n!: N — R

F(x):/oootx—le—tdt o x=Re(z) (3.3)J

I'(z+1)
' A

SRV

_20_
@ Factorielle : propriété fondamentale

F(n—l—l):v/ooo t"e tdt = n! (3.4)J
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3.1 Propriétés

e Fonction gamma complexe : généralisation de f(n) =n!: N — C

F(z):/ t* e tdt ou z=1x+ 1y (3.6)J
0

[(z) = | (2)]e" e
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3.1 Propriétés

@ Relation de récurrence complexe : intégration par parties

O o0
—I—/ 2t7 e tdt
0

F(z—l—l):/ tPe tdt= — tte !
0 0

:z/ t* le tdt = 2T (2)
0

T(z+1)=2T(2) (3.7)

@ Valeur particuliere : z =1

F(l):/ooe_tdtz et =1 (3.8)
0 0
e Relation de récurrence : C N

F'n+1)=nT(n)=n!T (1) =n! O (3.9)
e Factorielle de zéro : z =0

O=r(1)=1 (3.10)
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3.2 Poles et résidus

e Domaine d’analyticité : I'(z) : Re(z) >0

- I'(z+1) T(z+2)  T'(z+n+1)
Fz) = 2 Cz(z+1) T z(z+1)...(2+n) (3:13)

ou I'(z +n + 1) est analytique si Re(z) > — (n+ 1) pout tout n € N

@ Poles : T'(z) pour Re(z) <0

ze€{0,—1,—2,-3,...} (3°14)J

@ Résidu: 2= —n dans (3.14)
. (1) (—1)"

Res I = 1 = 3.15

Res T'(z) = Tim_ (—n) (—n+1)...(—1)  nl (3.15)
@ Somme des résidus :

- — D"y 1

Res I' = = = — 3.16

e Domaine de convergence : C\ {0,—1,—2,...}
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3.3 Développement en produit

e Fonction gamma :

o0 n t n
F(z):/ e "t* tdt = lim (1— —) t* L dt
0 0 n

n—oo

@ Changement de variable :

t dt
U= — et du = —
n n

@ Fonction gamma : intégration par parties

1
['(z) = lim nz/ (1—w)"u*" tdu
0

n—oo

n 1l 1
“ (1 — _
= lim nz<u (1= v —I—E/ (1— )" 1uzdu>
n— 00 = 0 z Jo
1
. n n—1 .
= lim nz—/ (1—wu)" "u®du=...(n —1fois)...
nin—1)...1

= lim n»n~®
n—soo  z(z4+1)...(z24+n—1
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3.3 Développement en produit

@ Fonction gamma : intégration

['(z) = lim n? nn—1)...1

n—soo  z(z4+1)...(z+n—1

1
/ uz—l—n— 1 du
) Jo

—1)...1 1
= lim n” nin— 1) Thant (3.21)
n—oo  z(z+1)...(z+mn) 0
., nn—1)...1

— 1
oo z2(z4+1)...(z+n)

@ Fonction gamma : intégration

n!
[(z) = Ii -
G =l T ) "

@mw

@ Constante d’Euler-Mascheroni :

bm (1424 o4t
= 111m — — — — —
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In (n)) ~ (.5772156649 (3.24)

3 Fonction gamma 8 /18




3.3 Développement en produit

e Fonction gamma :

n!

F(Z):nh—{%o z2(z+1)...(2+n) e
= lim é ——ein (3.23)
n=>00 z(1+z)<1—|—§)...(1—|—5)
B G A e*ed ...e% 7
nesoc 2 (1+2)(1+5)-(1+2)
JR—p noz/k

@ Fonction gamma : développement en produit

(1+%)_1ez/’f (3.25)J
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3.4 Formule de Stirling

@ Factorielle :

n!:F(n+1):/ t”e_tdt:/ e”lnt_tdt:/ f(t) dt (3.26)
0 0 0

e Etude de fonction : f (f) avec un extremum en t*

o f'(t7) — — 1) enmt -t — t"=n

o f(t*) _ 6n1nt*—t* _ 6nlnn—n —n
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(3.30)
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3.4 Formule de Stirling

o Intégrant : f (t) = e™!mt~ ! : gaussienne déformée (maxwellienne)

e Ecart type :

o ~+\/n (3.33)

@ Changement de variable : autour de t* =n

t=t"+os=n++ns ainsi s= et dt =+/nds (3.34)
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3.4 Formule de Stirling

@ Factorielle : développement asymptotique autour d'une gausienne

n':\/ﬁ/oo e_n— ns—l—nln(n(l—kﬁ)) ds (336)
—Vn

Sal ;emnnneﬁsenln(wa) s (3.37)
_ @/i (1) e (G m05) gy (3.38)
i ()[R oan
i (1) [ e _;Sz_ni;(_%)jds

A [t T (F () ) o
G L (R ) e
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3.4 Série et formule de Stirling

=y
I 8
w
N
I[™]8
S| =
|
x| S
/|\
S
N—
=
N——
N
I
Y
I =
VR
—_
|
S
VRN

— \‘/Sﬁ)k +0 (32’“)>

+ 0 (s°) (3.45)

53 st s°

3nl/2  4n + 5n3/2

o Intégrale d’'une gaussienne : (= — 5 etds=— " = —

o 32 o 32 o 32
/ e_Tds:/ e_7d3:2/ e 2 ds (3.48)
—n — 00 0

oC 1
= \/5/ e~ tt7V2dt =2 T (§> = V27
0
@ Factorielle : terme dominant et termes correctifs

n! ~2mn (E)n (3.49)

\fnnoo_g s s S5+O6d
i n(g) _\/ﬁe 3n1/2—4n+5n3/2 (57) ) ds
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3.4 Série et formule de Stirling

o Série de Stirling : résultat de I'intégrale (3.49)

n\" 1 1 139
1= /2 (—) 1 _ _ . 3.50
" e ( T 120 T 2802 5184013 ) ( )J

@ Développement asymptotique : série de Stirling

o

n! B ag
V2mn (2)" ~ Z nk (3.51)

e k=0

o Coefficients : série de Stirling (3.52)

. 1 .
ar = (2k + D)bor1 ol by = g | e ; Gbibry1
@ Limite des grands nombres : série de Stirling
00 a
Z e 1 (3.54)
k=0

@ Formule de Stirling : approximation : limite des grands nombres n

n

2 (—)n (3.55)J

€
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3.4 Série et formule de Stirling

@ Formule logarithmique : ou In (%)n =nlnn— nlne=nlnn—n
n\" 1/2 1
Inn! ~In (—) +In(27n)"" =nlnn — n+ 5 In (27n) (3.56)
€

@ Formule de Stirling logarithmique : limite des grands nombres

Inn! ~nlnn — n ot Inn!=InT(n+1) (3'59)J

10°7

10%T

10'1

= —
1 101 102
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3.5 Thermodynamique statistique

Etat initial Etat final

Q0000 |@0e0e0e®eo0
L @/c)e/emue)l el el Je)
Q101000 |100@e0e0eO
@ICOI0IC] |0eCeleoe

@ Entropie de mélange : gaz parfaits 1 et 2: N = Ny + Ny

S (N1, Ny) = — Nk (% In (%) + % In <%>) (3.69)

e Entropie de mélange : (3.70)
S(Nl,NQ) — kB (NIDN — N — N1 ll’lNl + N1 — N2 IDNQ -+ NQ)
@ Entropie statistique : formule de Stirling logarithmique

N

Nyl No!

S (N1, No) = kg In ( ) — kpInQ (N, Ny) (3.72)J
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3.5 Thermodynamique statistique

o Energie atomique moyenne : niveaux d'énergie E; avec p (E;) = N;/N

(B)=Y N Ei=Y BB (3.75)

@ Energie atomique moyenne : limite du continu

(E) = / E fp(F)dE (3.76)
0
@ Densité de probabilité énergétique de Maxwell-Boltzmann :
20 1/2 - . 1
E E = — 3.77
i (B) =~ (5E) o = (3.77)

@ Condition de normalisation : probabilités
o 2 ©.@)
/ fu (E)dE = — / (BE)Y/2 e~ P24 (BE)
0 VT Jo

Gr(@)-E () k() e
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3.5 Thermodynamique statistique

Dr. Sylvain Bréchet

@ Formule des compléments d’Euler : démontrée en exercice

s

I'z)I'(1l— z) = 3.11
T (1 2)= (3.1)
@ Formule : évaluée en z =1/2

1\° 1

) (5) =7 ainsi T (§> =/ (3.12)
@ Condition de normalisation : probabilités

/Oof (B)dE = —T(2) =1 0 (3.82)

0o CVTo\2) | J
@ Energie atomique moyenne : gaz parfait monoatomique
(E}z/ooEfE(E)dE: - /OO(BE)S/Q e~ PEd(BE)
0 VT B Jo

2 5 2 31 1 3 3
:ﬁﬁr(i):ﬁﬁ 55F(5):ﬁ:5’“BT (3.84)
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